Geometria de superficies: una aproximació a la figura de Gausss by Pascual Gainza, Pere
.-

Acte Inaugural 
2005-2006 

Curs Gauss 
Llic;ó Inaugural 
Dr. Pere Pascual Gainza 
Catedratic del Departament de 
Matematica Aplicada 1 de la UPC í 
Director del Centre de Formació 
Interdisciplinaria Superior de la UPC 
Geometria de Superfícies. 
Una aproximació a la figura 
de Gauss 
Facultat de Matematlques 

¡Estadistica 

u IIVErlSlr.\, pourECNICA DE CATAlu vA 
Geometría de sllperflcies. UlIllllproxi lllllció II lafigurll de Ga llss 
Professor Pere Pascual Gainza 

Departament de Matcmill ica A¡ll icada 1 

Universitat Politecn ica de Catal unya 

Direc tor del Centre de Formac ió I nterd i sc i plin~ ria Superior 

RESl " 
(j auss va publicar \' an" 182 7 Di.l<Jllisili l!l1c\ ge //('I'(l/l'J cil'('(/Iupe/'Iície,\' CI/ITa.\, otlra. qUé ha 
resultar fonamental en el tl csen\'o lupamcl1l de la g~om<:t ria difercm;ial a part ir del seglc .\'L\', 
La doc umcntac ió de la qual es disposa sobre la gcncsi i el J esen\'o lupamclll de les idees 
d' lIquesta obra, cns pcrmcl. 11 més de presentar cls pn ncipals r~sul t¡lts que hi (lrareix~Il , fcr 
lIna aprox imació a la ligma de GuU ;¡S, al seue.lti/ m,Hematíe, 
JNTROOl CC l' 
Enguany commemorem el 150é aniversal'i de la mOl1 de Gauss , 1 'anomenat Príncep de les 
malemafiCj /les . L'obra de GUllSS és irn l1l enS3 i variada. com ho certi fiquen els dotze volums 
que la recull t.'"1l publicats en tre el 1863 i el ¡929, Abasta des de la matematiea pura a la ma­
t.:-miniea apli cada o a la I1sica, i impregna lotes les matemat iques de l scgle XIX, La q1l31i­
tal del scu tn:bal l i l' intercs deIs problemes q l1l: \'¡\ tractar fan que els seus result3ts i les 
seves idees resul ti n cssencials, encara avui , per a diverses pali s de les matemaliques, 
Amb mot ill d' aq uesta efemcride, la Facul tat de J\latemat iques i Estadística de la UPC ha 
dec idit dedk ar el curs 2005/06 a Gauss. cosa que ens dÓlla una molt bona opoltunitat 
d'apropar-nos a la fig ura i a l'obra d'aquest insigne científi c 
Seria temerari traeta r de resumil' en ll ns quants minuts ¡'obra de Gauss i [el' justíc ia de la 
varietat i pro[undilat deis ~e Ll s resultats. De ben segu r que al Il arg del curs hi haura ocasió 
de coneixer un o altre aspecte del seu treball. f:n aquesta con ferencia em cent raré en una 
de !es seves pllblicac ionli mes imponants, tant pel que fa als resul tats que conté com per la 
seva inOllencia en el desenvo lupament posterior de les idees fonamen tnls de la geometría 
di rcrenc ial: Disqll iúfitmes generales circa slIpe/:fide.\ ('111'1'01' , Abans , pero, em sembla 
comenicnt fe !' una breu semblan<;a biografica de Gauss que ens perrnetni emmarcar les 
D islj//i,l'I{ i rmes gel/erales en la perspCc! l\ a globa l del seu treball. 
APUl'iTS BlOGR \FICS 
Alguncs dades personals. Carl Friederich Gauss \'a neixer el 30 d 'abr il de l777 a Bruns­
wick, Alemanya. A primer cap d'uH podriem dir que la seva vida va ser molt simple, Nas­
cut en el sí d ' una fanl ília molt modesta, la se\ a precoci tat academica extmordinária va 
comportar que el Duc de Brunswick li assegurés una assignació amb tant sois 14 anys 
d'edat, de la qual va gaudir fins rus 30 anys. cosa que li va pcrmetre dedicar-se completa­
ment i exclus ivament a la recerca durant aquest temps. L'any 1807 va assumi r la dirccció 
de l'observatori de Gortillgen, on va trebal lar fins al seu decés l'any 1855. poc abans de 
compl ir e1s 78 anys. 
Malgrat aquesta visió simplista, l'epoca en la qual va viure va ser politicament moguda, 
sorgida de la Re\'o luc ió Francesa i de l dom ini napoleónic de la regió i culturalment sClcse­
jada pel moviment SIl/un l/Ild Drang. La seva vida personal ve marcada per la mort de la 
seva primera dona Johanna i la \larga mal altia i mort de la segona, Minna, així C0111 les di­
fi cil s relacions mantingudcs arnb alguns deis seus fill s, que van suposar que emigressin als 
EEUU. Sembla, pero, que els diferents téts hi stor ies que van succeir alllarg de la seva vi­
da no el van distreure gaire dt.' la seva princ ipal ocupació: la dedicació a la ciencia i a les 
matemari ques. 
Els primers anys. Hi ha molles al1ccdotes referents a la precocitat rn atemat lca del jove 
Gauss. encara que els biógrafs assenyalen que bona part ¿' aq uestes anecdotes es basen en 
els relats que feía el propi Gauss en els ~e ll S darrers anys de vida. cosa que diGcul ta la seva 
comprovació. Una de les més conegudes i con trastadcs és la del «descobr' iment» de la su­
ma d'una progressió aritmétita: als nOll :ll1ys Gauss va assisti r a la seva primera classe 
d'arit rnetica, on el proCessor Büttner va proposar als estucliants que ealcukssin la suma 
deis cent prirners numeroso Gauss de seguida. va !l iurar la scva pissarra al professor amb 
el resultat correcte, 5050, dient en el seu dialcete local, Ligget se", és a dir. «aquí está,) . El 
jove Gauss havia <ldveJ1it que la suma del primer i del darrer nlllllero donava el mateix re­
sultat ljue la suma de l segon i del penúltim, etc, és a dir, 
1 -+- 100 = 2 .... 99 = 3 + 98 = ... = 10 1, 
i com que hi ha 50 pard ls, el resultat se segucix l11 ul ti pli cant: 101 x 50 = 5050 . 
Blit tner' va saber veure la capacitat de Gauss i el va posar a e~t Lldia[' amb el seu ajudmlt 
Martin Bnrtels, de 17 anys , amb el qual Gauss va poder fami liaritzar-se amb el binomi de 
Ncv.rton per a exponents no enters, arnb les se ries ¡n[,inites i. va fe r els primers passos en 
l'analisi lJ1 atcmatica. 
Als 11 anys, Gauss va ingressar al Gyll1naSiU111 Catherine um. on va estudiar !latí i greC i, 
on la seva fama va depassar cls cere les purament academ il' s ¡¡ns arribar a o'ides del duc 
Kar! Wi lheim Ferdinano. que el \'a rt'bre en audiencia a I' eoat de l-t anys , El duc va orde­
nar una assignació económica per al jon: geni, cosa que li pemlctria amp liar i pro$seguir 
cl<; seus cstudis al Collegium Carolinllrum . on va trobar una amplia i ex¡ensa biblioteca 
que contenia els títols l11atemlllics mes importal1ls del momen\. A mes. a parti r d'aquell 
::! 
moment \'a ~orgir una am ista t sincera entre el dur i 1'estuclinnt. l11a nt inguu.a lins al traspas 
del duc t' an) 1806 . L'agra'iment de Gauss e~ fara paJes més endav3nt, en el pn:fac i de les 
DlS4uisiliunes arir/¡melicae, 
l 'any 1. 795 Gauss es tras liada a la Univcrs itat Geo rgia Augusta de Güttingcn, sense haver 
definit encara la seva voca\.: ió entre li lologia c1ássica o matcmatiques . Deis 3mies de la 
un i\'ersi tat. des taca Wolfgang Bolyrti, dos anys més gran, amb qui va compartir cls anys 
f0ll11at ills. Després del retom de Bolyai a la seva Transilvan ia natal I'an)' 1799, els dos 
amics \'an mantenir una profusa correspondencia al lI arg de tota la sc\a vida. Aquestes 
cartes han pem1i~ s completar el coneixement de la persol1alitat de Gauss i , des d 'un plml de 
vista matcmiltic, els origens de la geometria no-euclidiana, que independentmelll desenvo­
luparien hnos Bolyai i Niko lai 1. Lovache\'ski. 
Gauss \a prossegu ir les seves investigac ions aritmétiq ues i l'any 1796, 3mb 19 anys. \'3 fer 
un descobrimcnt que va ser c1au per a la seva illclinació vers les matcmat iques en detri­
mel1t deis estudis fil ologies : la possibili tat de construir amb regle i compas 
l' heptadecágon, el polígon regular de 17 costats. EII mate ix fa referencia a aques! moment 
en una cana a Gerl ing de I' any 18l9: 
Va ser el 29 de rnar9 de J796, en l/l/eS I'Oconces a Brw/S1t'ick. sense la més mínima 
panieipació de la casua/iwl. ja que va ser f ruit d 'esfurr;ades mediluciol1s: el malí 
d 'aquel! dic/, ohal1s (/'uixecar -l1Ic. vaig tenir la sort de 1'cure w nb gra/l claredUf toUl 
L/q/lesrn corre fació. dé' IIICJllem que al/ci maleix i illlmedimamel7l va/g aplicar a 
! 'l/eptadecágol1 la corres/,ollelll cor!fi/'lI/llC ió nZll1/erica, 
A partir d 'aquest [et Gauss es decanta cle rm itivament cap a les matematl qucs 1 j ust 
d 'endema, el 30 de mars; de 1796, inicia les primeres anotacions al seu diario L'analis¡ 
d'aquest dia ri l11 atematic ha pennb; coneixer més complctament la seva obra i la scva evo­
lució en els temps. 
1\ la universitat Gauss va estudiar segons les seves preferencies, sense seguir un pla aca­
demic eslablert a pr iori per la insti tució: un bene fi ci tle la <<I li bertat academic3» de les un i­
versitats genml. niques en les quals no era obligalori ass isti r a cursos especifics ni tcn ir as­
sig.nat un tutor. Ni [unt sois hi havia co ntrols curri <.: ulars ni examens. 
L' uny 1798, després d 'have r-hi passat 3 anys, Gauss va abandonar la Uni versitat de Gót­
tingen sense l'obtendó d' un di ploma que certiJiqués l' ex il deis scus est L1d i ~. Tamnateix, ja 
aleshores havia dcscnvolupal gran pa rt de les idees més importants que publicaria en di­
vt:rsos artic lcs al Il arg deIs propers \' int-i-cinc anys. Per requcrimen t de l Duc . COI11 usse­
nya la en una carta a Bolyai, Gauss va SOll11e tre la seva dissertac ió doctoral a la Universitat 
de rle lmstcdt el 1799, grau que li va se r conced ít in absentia, cxirnint-Io de la presen tació 
oral corresponent. 
El titol de la tesi é~ Dt::IIIOlIs/r(/fio 1I(}l'O Iheore/1/Cl lfis Olll//CII/ .I!1I1~·Ii()//el/l a/gebraic:al/l 
ratio/l(//em inlt::gram unil/s wlriabiii,\' ill/ác/ores reCl /e.\' prillli ve/ st'cl/Il!li gl'l7dlls po~e , En 
aquést lreroa l\ Gallss d6na la primera lkmoslracíó reconcguda com a tal del teorema fona­
mental de I' algcbnl. leorema que va captivar-lo de manera especial. com ho demosLra que 
en donés fins n tres demosLracions més, la darrera el 1849 amb motiu de l 50(: uniwrsari de 
la se va Les i, 
El període triomfal. EIs vinl primers anys de l segle Xl.\.' elllIllarquen una epoca de gran 
re llC\ancia en les invest igaciol1s de Gauss i en el seu rcconeixement social. La creativiLaL 
deis anys previs va desembocar I' any 180 1 amb dues fites extraord inaries, la publicació de 
les Disq/lisitiones ari¡/¡melló1e i el ctHcul de l 'orbita de l recentment descoben planeta Ce­
res . 
Gauss havia ll iurat el manuscrit de les Disquisi fiol1cs arithmeticae a I'editor l'any 1798, 
peró les dificu ltats economiques del prajecte y,m endarrerir la seva publicació tins al 1801. 
Disquisitio/les arirhmeficae és una obra monumental en la qual Gauss dóna lIna nova ori­
entac ió a la Teoria de Nombres. Aquesta obra, de la qual disposem d' una magnífica vers ió 
en catalá gracies a la Dra, Grise lda Pascual. mereix una atenc ió especial, cosa que de ben 
segur es produira al lIarg d' aquest «Curs Gauss» dc b l' ME, 
Hi ha, pero. una anecdota al valtan t d' aquesta obra que recrea situac ions que es donen en­
cam ara, inherents a com Ll tili lzem la !lengua els matemút ics, El !lat í de les Dúqltisitiones 
orilhmericae va ser acuradarnen l revisal per J. Meyerhoff, un reconegut expert en llengües 
antigues , A banda de corregir el llatí extremadamcnt classic o academic de Gauss, Meyer­
ho ff va voler co rregir expressions que Gauss , to t i reconcixer que eren dubtosament cor­
rectes, utilitzava expressament. La frase següent. extreta ,runa lI arga reflexió rea litzada 
per Gauss sobre aques! lema, ens sen 'ira d'exemplc : 
Sé sobradulI1elll qlle si amb el wbjl/lltiu no és correcle el1 I/alí, peró el!, matema­
lies aCllla ls sell1b len /¡m 'el' assul11il el subjllllliu ell hip()/esis i definiciolls; [, .. ] HlI­
)'ghells, que segol1s la me\'a opinió escrill elllatí més elegall f. [en fa aquest ús). 
jo ! 'he i//lilat. 
IO¡GLR-A J. Galls; rany I~OJ 
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El planeta Ceres marca I" altre gran esdcven ill1ent en els afcrs de l .¡ove ci emiJie. L'an) 
1801, l'nsLronom italia G. Piazzi va descobrir el planeta Ceres. de ]'órbita de l qual només 
va poder observar 9 graus aban s de la seva desaparició dan'cra de l so l. Al llarg d'aquell 
un)' F. van Zach. astronom conegut de Gauss, va publicar diverses prcdiccions de la posi ­
ció en la qua l apareixcria de nou aquest planda, Els Clilculs, que havien estat efec tuaLs per 
diversos astronoms reconeguts. \ an aparéixer a la ¡l/ollaffiche Co/'responden:t? En el nú­
mero de setembrc va apareixer una predicció realit7ada per Gauss que di fer ia de manera 
substancial de les altres, Primerarnent Zach i, uns dies després , W. Olbers. van localilzar 
Ceres en posicions mol t properes a les previstes per Gauss , cosa que V8 fer de Gauss una 
celebritat europea. La capacitat i l' hab il ita! de dllcul de Gauss. combinats <1mb una ap lica­
ció acurada delmcrode de 111 ínims quadrals van ser fuctors cssencials en d s seus e, its com 
a aslronom. L ' any següent, Ol bers descubreix el planeta Pa llas i Gauss fí xa tam bé ];:¡ scva 
órbita. 
En aquests anys prepa ra la quc resultara I' obra més important de l' astrol1omia teorica du­
rant més de 50 anys, la Theoria matlls COI'lJOl'/lm coelestilllll in sectioniblls Go/1icis 
ambiemilll11, que es pub] icara l 'un) 1809 en dos volulns En el primer s'estuJien les equa­
cions diferenc ials, les scccions coniques i les orbites el- lípt iqLles, mentre que en el segon 
s'anal itza com estimar i refinar l' estimac ió de les órbites de planetes, 
Des del ¡ SI O ti 115 el 183 O Gauss s' ocupa de les tasques de director de rObservatori Astro­
nomic de Gbttingen, que s' inaugu ra el 1816, Gauss dedica la major part elel se u tClllpS a 
I' obsc l'va!ori, fin s i tOl supervisant personalmcnt la compra del material científic, perú lro­
ba temps per aprofundir en temes Inés tcarics oe les matem¡'niques. Per exemple, rruit 
d'aquesles meditacions publica Disquisiriones genera/e,) circa seriem il1ftllil"'", que és un 
traclament l igorós de les seri es i la seva convergencia, i en el qual inlrod ueix i estudia la 
funció hipcrgeometrica, parcialment in\'estigada per L. Eule r. 
Com a mostra de la va ri etal d'i nteressos de Gauss i de la sc\'a .:rcativitat i capacitat de tre­
ball citaré tres treballs més apareguts abans del 1 8~0: 
Theoria Q{(raclionis cOIporum sphaeroidicorrml el/ipticorum hOl'llogene-orum 
methodus nova tractala, 1813. Obra inspi rada per problemes geodes ics i essencial­
ment dedicada a la teoria del potencial. 
Jlfelhodus novo in/egraliulII mIares pe,. approxima/iollem il/\'i'f/ielldi, 1814. Assaig 
de caire práclic sobre integració aproximada. 
- BeHilllllllllll! d.e,. Gt!/wlligkell de/' Beohaclrtul7gell, 1816, Obra en la qual presenta 
una discussió d'cstimaclors estadístics. 
Ceodesia í geometría. L ' an) 1818. el ministre Arnswaldl demanJ a Gauss que real itzi 
una triangulac ió ¡mesura geodesica de I'estat de H::l.Ilovcr. amb l'object iu d'enlla9ar-l o 
amb cls estudis topogrMics que es realiuen a Dinamarca, Gauss dedicará \'uit anys a 
aquesta tasca, feixuga i en bona l11eSlll'a rutinaria . ef'ectuont mesuraments al Ilarg del dia i 
realitzant els cálculs per' la ni L. Ln aqucst context. Gauss inventa I" heliotropi, Ltn apure ll 
LJuc rcllccteix els raigs so lnrs mítjn.npnt UI1 sistema de miralls i un pCli tlcl escopi, que li HI 
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penm:tl'e rer mesures moll acuradcs; una mostra més de la genial versatilitat del pcrsonat­
ge que ens ocupa. 
FIGl 'RA 2, L 'beliotropi 
La dificu ltat de fer canes pianeS de l'el'lipsoide ten estTe va conduir Gauss a fOl111Ular, 
l' any 1816, el problema d' ap l icar lIna superficie sobre una alu'a de manera que siguin 
<?Ígllals en les seves parts més pelifes ¡', Gauss va proposar aguest problema el 1816, pe ro 
no va tcnir resso fins que. a instancies de Schumacller. va ser proposat pe r r Academia 
Danesa r any 1821 , Davant la manca de solllcions, Gauss va presentar la seva prop ia solu­
ció l' any scgUent, i la va publicar el 1825 sota el tito l Allgemeine AlIjlósung del' AlIfgabe 
die n ¡eile einer gegehenen FIi¡clrc so abzuhilden, dass die Abbildllng dem Abegbildeten in 
den klt:insfen Theilen alll7/ich \l'ir".1 al qua l va ai'egi r., en !latí. la frase A b his via sterniwl' 
d maiora. que podríem tmuuir en la forma «Camí preparat per a coses mes grans». amb la 
qual cosa anuncia el desenvolupament de b tco ri a de superficies, 
FIGI!RA 3 , Guuss s\!gom; una litografia de I:lcnclixcn. JS28 
L'nJ solueió general del rrnhlcma d ' aplicar les ral'ls (runa ~urcrficic donad41 ~n una alira SlI p<:rf1t.:ie de 
r"mla <jU': 111lmatg~ i la pal'll\pli~aJJ :'ón simil¡trs en les se\es pans l1l':s pcliles , 
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Sens dubtt: la contribuciú més importan t d'aquel! pCrlOtll:. i potser una uc les seves darTe­
res aportaciolls en una direccio completament nova de les mate ll1atiques. \'0. ser la pub! ica­
ció de les Di~qllisifiones gel/erales circa supe/fieies CII/'WlS I 'any 1827, Les Disquisiriones 
generales van sorgir. com analitzarem més endavan!, de les meditacions geodcsiques de 
les darreres lres decudes i van ésser la lIavor de lTlo lts anys de recerca en Geometria Di fe ­
rencia!. 
Etapa de madurcsa: física i a ltres preocupacions, Alllb I'all' ibada r any 183 1 de Wi l­
helm Weber a Gottingen COIll a professo r de i'í sica, s'obre una \:pOC3 UC [ructifera 
col 'laboració entre Gauss i el jove l1sic que dura rá sis anys, fin s que Weber. junlament 
amb altres sis professors (entre els qllals hi havia l' orientali sta Ewa ld, gendn.! d.: Gauss), 
signants d'un manifes t en contra de la derogació de la constitució per part del re i de Hano­
ver, són expulsats de la univers itat. Gauss, malgrat la se\'a posició i prestigi. no va interce­
dir en favor deis set signants , 
Gauss ja havia mostrat anteriorment interes per la física. espee ialmcnt en r ús de la teoriJ. 
del potencial com a base d'alguns problemes de la mceanica i de la teoria de l 'elecu'ic itat. 
Amb Weber van iniciar I'estudi del magnetisme terrestre. van publicar el primer alIas ge­
omagnCtic de la [erra, \'al1 descobrir les lIeis de Kirch hofL i van constrUir un telegraf pri­
mitiu que podia em' iar missatges a 500 pcus de distanc ia. la que !Ji ha\' ia entre 
l ' obscrvatori astronomic i la Facultat de Física, 
Fl(j UR ,~ 4. Gauss i Weber 
L 'any 1931 Schafcr a<;scnyalava que, de la tis ica, al lo que atrein Ciauss era el cornponent 
matcm~llic subjacel1t. En les seves paraules, 
Aa era propialllcnr 11/1 fisie en el semir de la recerca de 110llS tenolllens, sino selllpre 
//11 maremáric qlle /JI'O\'L1\'{! de(orllllllar en (crll/eS marell1G(icamcllt eXl1ctes t:!s re:ml­
{GIS expe/'imellfals obtinguts pe/' alu'es, 
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Una de les darreres activítats academicocienti fiquc$ de Gauss \'a ser I'anali si de les pe nsi ­
ons de les víducs deis prolessors de la univers itat de Gotl ingen . treba ll que va in iciar per 
endmec de la propia universitat, temorosa de no poder cobrir les creixents dcspeses que 
aqu elS fo ns suposaven. Dcsprés d'una analisi minuc iosa que li va ocupar sis an}'s. am b 
lI args i tediosos dlculs, ['any 185 1 Gauss va concloure, pe l' a sorpresa de tothom, que el 
sistema de pens ions era solvent i que de let es podien augmentar les pensions. 
Dl.682~23 'IL $ 
'.' 
, 
' ­
• 
FIGURA 5. Paper moneda nlemany amb la imatge de Gatls~ 
Per doure aquesta secció reeordarem les paraules que Sartorius \ on Walrerhausen. ge61eg 
i amic personal de Gauss_ ..... a di r en I'obituari de I' admirar company: 
ClIISS va ser un !Jome senZl"!1 i sense afee/oc ió des de lo se\'(/ jo\'enllir jlllS (/ la sev, 
mor/. Un petí! estudi, ulJa taula de /reba fl amb /IriS esw!\'is verds, /111 p upitre pinla/ 
de blanco l/n estret suja, í. després de complir els 70 ull)'S , lino buraco, IIna lámpada 
amb puntalla, ulla cWllbra ji-esca, alimellls senzills, l/na bata i l/l/a gnrra de vel/l" 
erenlOles les seves lJecessiwts . 
Flli! RA 6. (i311SS 3 la tt!lTnssa dtl nOll obscn.atori de (j6tlingen 
R 
ESTTWCTURA or. Lf<i D ¡St,!USITlO,\I:·S(1/:,\"ER.ILESCIRC I SúPERFICft S CLRI ',rs 
La publicac ió de les Disquisilirme.\' generales circo sllpe/:ticies cl/I'I'as es considera 

I'inic i dt: la Geometria Di fe renc ial Intrínseca. Tal i que la se\'a lectura no és scnzi Jl a des 

deI s estandards de presentació deis textos de mate lmit iques actual s, I 'es ran; es veu recom ­

pensat per l' elegancia i cOl1cisió de les idees descnvo lupades i el plaer de ll cgir un cl assic. 

L ' obra original va ser esc ri ta en !latí, !lengua franca de la cienc ia del moment, pero es di~­

posa de di verses traducciollS a ralelllany, a 1'ang les o al fran ces. que ens permeten apro­

xirnar-nos-h i Olés facilment. 

Segons el propi Gauss , les dues !onts pri nci pals d' inspiració per a la seva analisi de les 

superfk ies van ser les considerac ions astronomiques, incloen t-hi la trigonometria esferica, 

i la geodesia tearica. Aqucsts eren cls temes que havien ocupat la major pan de l seu tel11ps 

en el s anys imrncdiatallle nt anteriors a I'aparició de les Disquisíliones generoles . 

A cau sa dcls seus Lreballs topografics. es va intcrcssar per 1 'estudi de les geodcsiques dcls 

el·l ipsoides de revolució i per la deterllli nació de cartes conFormes (es a dir, que conser\"Ín 

els angles) per a superfic ies generals, problema que va resoldre en el seu assaig per a 

l' Aeadem ia Danesa abans comentat. 

Entre cls anys 182 1 i 1825 Gauss va esmer\ar gran part del seu temps en el treball de 

cam p i de mesura geodesica ocri \'al de l" encárrec rebut. En completar gran part d-aquesta 

tasca, Gauss va disposar de l temps nccessari per a dedicar-se a la geometria de super ficies, 

com comenta a Schumacher en una carta de ll ovembre de 182 5: 

Recentl17ellf he repres po,., de les me\'es i/ lI 'esugucio/7.\' sobre superficies cllr\'!/inles, 
que ¡muran de fo rmar la base del lile u projeclC// aswig en geodesí; avam;adu É.I' UI1 
l elllo que és tan ,-ic COIII dificil, i requereix l/Ila dedicació complela. Em trabo que 
he de recular en lu /l/em exposició fa qlle el que és conegtlf s 'ha de desel7\"Olupar 
el '/II1Q manera diferel7l segons les Tlores inrestígacíolls. 
[ nln: els manuscrits de Gauss s' ha trabal el primer esborrany de l' assa ig esmentat, que es 
titu la Noves dísqllis iciotls gel/eraIs sobre slIpe/:licies curvilíllies, elaborat el mate ix any 
1825. Tanmaleix, la presentació fi nal deis SC Ll S rcs ult nts en les Disquiú/;olles genera/es 
será tota lment di feretlt , corn cOlllcnlarcm l11és cntla\ant quan presentem el cOlllingllt de 
l'obra publicada. 
les J)iM/llísilinnes generales és Ulld obrn curta i sintctÍL a, desenvolupada en tan! sois 4 
pagines organ itzades al \ ol tant dL! 29 anicles . A ('rectes d.: I'exposició, dividiré I·obra en 
tres rarts. de desigua l cxtcnsió: 
ll) Cun',Hura de Causs: Anicles 1- 13 . en cls qllals Gauss introdueix alguns deis 
conceptcs tonamcn tals i pro"'l el celebrat theorell/(/ cgre[!illm. 
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(21 	Geodesiqucs : Arlieles 14-200 en els qlül ls s'estudien divcrses propietats de les cor­
bes de longitud mínima sobre una superfic ie io en pat1 icu lar, contencn la gencs i del 
conegul com a teorema de Gauss -Bonnet. 
(3) Aplicaciolls: Anicles ~ 1-29, en els quals es comparen angles i arees de lriangles 
geodes ics amb tr iangles plans amb costats de la mateixa longitud. 
Les dues primeres part5 són les més importants i conegudes, ja que són les que més han 
intlu'it en el desenvolupamenl posterior de la Geometria Di fere ncial, mcntre que la tercera, 
d'aplicac ió i més directament inspirada pels trebalJs geodesics que esta\·a desenvolupant1 
va quedaí en segon ternle i ha donat lloc n diverscs espcculacions sobre l'hipotetica inten­
cionalitat de Gauss en usar els ciJculs que hi efectlla per confimlar que r espai és eucl idia. 
A (,:ontinuac ió analitzem separadament les tres seccions en que hell1 divid it les D isqllislfio­
l7es generales . 
CUR\'ATl' I{:\ DE GAlJSS 
En els prímers anicles, Gauss in trodueix alguns dels conceptes central s i essencialment 
110LlS de la memoria. 
(1) L 'aplicació de GO l/ss : pe r él una supert1c ie S de I" espaí i{ l amb camp unitari normal N, 
es defineix J"aplicació de S sobre l 'esfera unitat , S; , 
,; S ~ 51 
assignan l a cada punt p de S l' extrcm del vector uni tari nomwl corresponent. es a dír, 
; (p)= ¡\'(p) o 
La idcQ d' intI"Odui r aquesta ap licaeió l· explica el propi GQUSS en un paragrar de l ' Abst rae! 
de les DISi]lIisit iones gel/erales presen tat a la Reial Societal de Gottingen : 
Aq /lesl procedimellf és básicCJll7cm el /Ilareix 'lile s 'lIfililZ(/ sovil/t en astronomía, en 
el qua/les direccions de / 'espai es cOJ/Sideren pI/n/s d '1I11a esfera imaginciri(/ de di­
¿unelre in/in il 
(2) Mensuram ClIrvaturae: Oasant-se també en considerac ions astronomiqucs , defineix la 
curva tu ra K( p) en un punt p de la superfic ie S (o més prccisamcl1l, el seu valor absolut) 
següns 
IK( J)I = lim área(t;(D)) , 
, ¡. n.....' área(D) , 
on D és un entorn ,oln it de p i ,;( D) és la part corresponent de r esferao Gauss determina el 
sig.ne de K( p) segons que la diferencial de J' ::rplicació ( cOn5crv i o no I'oricntació. 
L'n par.:!l d'exemples elementals ens ajudaran a comprendrc la Jc fi nició d -aqucsta curva­
tura: si S és un:.! superlkic rlanao el camp normal/\' és con~lant (vegeu la figura 7) , 
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FIGURA 7. Apl icacil1 de Gauss per un pln. 
io per tal1!, lrobem 
"'( ) lO an::a(';(D)) lO O O 
l\. P = 1m = 1m = ,
/l .u 2trea( D) (l ," area( D) , 
és a dir, una superfic ie plana té CUl"\"atura zero en tots els seus punts . Si ar:! S és L/na esfera 
de radí R ( figura 8), 
N 
( 
s 
FIG( RA 8, Arlicaci ú ; per tlnll esfera. 
un calcul senzi l! pcnllet pro\'ar que 
. 1 
K(p) = lim 3I'ea(';(D)) _ ' R~ area(';(D)) 
n " órea(D) -
."~m , Rarea(D) .- ~ , 
cosa que cs correspon amb la intll"lc ió: tots els pUnls de l 'esrera estan «iguallllenl co rbats)) i 
la curvatura de ¡-esfera decreix quadro ticament amb el radio D'altra b:lIlJa, e l signe de la 
curvatura Jetermínat per GaLlss la que en 11I1 punt d\..' sella la cu rvatura sigui negat iva. La 
figura 9 dóna idea de com podcm anali lzar el signe de la cun·atLlra en un punl p resseguint 
el \ ector normal alllarg d'una corba tancada que cnvolla p . 
(3) Curnlf/l/"wl/ /o/alem : la curvatura total (o íntegra 1d 'una n:gió fin ita D (.1' una sLlperfic ic 
S es deiillc ix COIll \':'Jrea de la sc\'a im3tgc esferica ;O( D) o que podem eSC:lillre com 
K(D) = J.A' da . 
11 
on da és I'e lemenl J'area de la superficie orientada S. 
N 
4I .. ..... 
N 
.... I
- ~ 
FrGLRA 9. DClc rlllimlt:ió del s i gn~ de In el/natura. 
De les definicions amcriors se segucix immedialament que 
. . . . K(DI!\(p)=hm - , 
! ' r area!,D ) 
cosa que ens sera d 'uti lital més endav~/1t. 
Sona part el'aquesta primera secc.ió esta dedicada al dtklll efeetiu de la nlrvatura c1 ' una 
slIperfíc ie, ja que la definició or ig i n ~l no és gaire operati va. S'estableixcn di verses fórmu­
les adequades a les diferents rnaneres de presentar una superficie : C0 111 a graGea d' una fun­
ció, en forma paramétrica o en forma implícita. Aques ls ca lcul s li permctcn derivar c!'una 
manera senzil la els resultats cI 'Eul er, cosa que emfasi tza en una ci ta en la qual honora al 
se u predecessor. En aq uesl context, Gauss prava que «la CI/ITatwa en l/n punt qua/sevol 17 
de lo superjicie S és el produc(c de les clI/'vatures mru:imu i mínimo de les cOI·bes pe/' p 
([[Ilades ortogonalmel1l (/ la superfic ie)). Aquest resu ltat pCllilet visualilzar fácilment el 
signe ncgatiu de la cur\'atul'a d' un punt de se ll a. 
Després e1 ' un desenvolupamel11 anal ít ic fei xllc de més de cinc pag ines. l' articlc II conté la 
fó rmula pri ncipal uel treball. concguda des d'aleshores com a fórmula de Gal/ss, Per es­
cr¡ ure- Ia hem d' introduir, ni que sigui succintament. la primera fo rma ronamental d' una 
superficie . 
Dunada una superficie S de R en fo rma parametrica, (O(U.I ) . es dcfincixen els coeficients 
de la pri mera forma ['onamental per 
1:. = ((,') (¡) . F = (") ((1 \ E = 1 (11 ( 11 \ . 
u · r u 1 '1 I~" i P , " \ ,..• • r. 
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FIGL IL\ I (J, Les CU l'Vaturcs máxima i minimu (j'Ull punt de se lla ICtlCll signes OPQSalS, 
:ls valors de E i de Gestan relac ionalS amb la vel ocital amb la qua l es descriuen les cor­
bes coordenade<; /. = enl i 11 =enl, Illcnlre que F meSlU'a l 'angle que formen aquestes cor­
bes. La primera forma fonamcnlal (és a dir, els coc li cienls E. F, G) servcix per mesurar 
longituds de cO/'bes arbitrilries sobre S. L'exemple de la longitud i d~ la latitud tic l' esfera 
ens ajudara a interpretar el que s'amaga darrera d' aquesls codicicnls . En crcctc, la longi­
tud i la latitud de 1'esfe ra (de radi 1) la deser iuen p:Jr¡~m et r' ic amen t en la forma 
X=COSUCOSl' . 
.\' = \.:05/1 sin 1' , 
:= = 5Inll . 
de manera que les co rbes t = ent corresponen als I11 cridians de I' csfem i les corbes u = cnl 
als seus paral'lels (figura 11). 
Fent els cálculs ind icats per la de fi nició trobem que 
E = 1, F = O, G = cos ~ !I . 
FIGI 'R ,\ 11 , l'oorJL'nad.:s cstcri C] lIcs. 
L ' ~nul' l aci l) d'F rc necteix que els me r' idians i l'I.s paral'l els es tallen ortogonalmcnt E e~ 
igual a I .ia que quan recorrcl1l un angk 11 sobre Uf! mendia. la longitud de cin:umreréncia 
13 
reco ITcguda és exactament igua l a 11, ¿s a dir, clcscrivim els merid ians 3mb velocitat l , 
D'altra banda, els paral'lels u =en! es rccon'cn amb velllcitat C0511 , que és igual al seu 
radi , 
Dones bé. amb aquestes notac ions, Gauss acaba J"article 11 amb la 
Fórmula de Gauss: 
4\EG-T")K=E(E,G, -2F.G +G:l+G[E G. -2EJ T E~) 
+F( E.G, - E. G. - 2E, F +4EJ. - 2F.G, ) 
- 2(EG - F~)( E - 21-" +C",,) , 
AI16 que és remarcable d' aquesta equació és que només hi intervc nen K i els coeficients E, 

F, G de la primera forma i'onal11ental i les seves derivades , ) 

.)
Gauss inicia l'a rtide segUent observant que per al dllcul de la curvatura d' ulla superficie 
<<110 és l1ecesscl /' ; ohlenir jól'II/IIle.l' explicites 'lile expressil/ les coordel1ades espacials x, y, 
: com a fll/lcions di! les i/ldeterminades l/, o: sil1ó que l'~\p/'essió gen(!ml de la magnitud 
de f 'elemenr de líni" é~' ,n~fic iellt)1 , Segueix immed iatamcnt la interpretació geometrica de 
la i n\'ar i ~mcia de la curvatura per isometries : 
FOl'n/llla ilaCjue a/'Iiculi precedentis spollfe perducit ael egregiwl1 
THEOREMA . Si SU{JI!/:ticies CIIITa in qllo/l1wnqlle aliam slI/J(!I:(lciem explicatllr 
curvaturae in sil/gllli.\' plll1cfis invar¡aw manef. 
Resultat que ac tualment coneixem com a Theorel/7(/ Egregiul1I i que enunciem en la fonua 
Theorema egregium, La c/ln 'all/ro de Gal/ss ({una superficie és II1varial1T per isomelries 
loca!s. 
D'aquí Gauss deuueix C¡U l' <'c¡/lalsevol part lil/ita ({ 'una superficie cu/'vi/ínia manlind/,Q la ) 
senl CIII'1-afUru 10101 després de desenvolllpar-.I'e~(}bre l/na alrra superficie» . 
Aix í mateix, deduc ix que la curvatura d' una superfi cic desenvo lupable sobre un pla és 
idi!nticament zero, cosa que tenint prescnts les fórmules per a la curvatura calc ulades en 
articles antcriors conducix, per a superficies dctinides per una grafica z(x,.» , a l'eqllació 
caracterí sti ca de les superficies desenv olupables 
- - - -' =()
- U"" l.' - "o. - I 
de la qual Gauss <.:oml!nla, 
crile"; que, ('¡¡cura q/le és cO/legll1 des dI! fa [lUl ' lemps, /10 fw esta/ clemoslrat. se­
,f!OI1S el /lo,,/ re CO/1ÚXeJllell/, wnh el r(f?or imprl!scindible, 
En el darrer article d ' aquesta parto el J 3, Gauss indita el Sl' ll t'tlmós programa per a la Ge­
ometria Intrínseca de SlIpcr licies. Una redacció molt similar i més completa en ccrt senti l 
é~ la qm: IIcgim a l'Absfmc/ presentat a la Reial Academ ia: 
Aq/les/s /eoremes menen a fa cOflsideraL'ió de la teoria de supe/ficies curvilíllies des 
el '1411 pum de vista nOll, 0/1 s 'obre un C/lllpie i el1cara lotalmenl illexp/orar CWllp 
(/'illves/igació, Si c:onsiderell1 supe/tieies 110 COIII " vores de C()SSOS, sinó COIII {/ cos ­
sos en e/s quals hi ha uno dimensió que s 'C/l1l1l-1o, i olllOra les imaginem com flexi
bles pe/'o no extensibles, .....eielll que hi fm dlles re/acial/S essel/cialmem dí/erenls que 
helll de dislingir, concretamell f, d 'ul1a hunda, "'/l/esleS que presslIposen /1I/l1 jor/l/(I 
de.. fin ida de la superficie a I 'espai: de I 'alu'o, aquesfes Cjlle són independents de les 
elil'erse.l' form e,l' a / 'e,lpai que fa ,\'lIper:ficie po/ adquirir. '!ques ra disc IIssirí COI/ce/'­
l1t:'ix la .l'egol1C/. D 'acord (/mh el que s 'ha dif, la meSllr(/ de la cunJa/llro perla l/y C/ 
aglles / cas Pero és senzil/ de vellre <jue les amsideracio/ls de lZf!,ures cOlIstruides 
,\'Ohre la s/lperficie, els seu.> C/l1gles, les se\'es áree,\ i les sel'/!S cl/ITafures inlegrals, 
la unió de /7lIl1ts mitJam;ant COI'bes de longi/ud míl/i/llo, i güestiol1s similars, també 
pc:rTaI/)'ell a aql/est C(/~ . Tates aqllestes im'estigadolls hall de cOl71o!l1<;ar '1 p e/nir 
d'aquí, de que la lI1"teixa lI(1tlll'(/ de la ,\upo!/jil'ie CIII'l'ilínio ve dunad" per 
I'express ió d 'UI1 efemel7llin elll 'll/al,levo/ en/" /01'1110 
JEdll ~ 
LIcgint les Disqll isitiones generales es di fi cil d'imaginar com va arribar Gauss a la seva 
famosa fórmula , que és I' element central de tota r obra. El truc tament és purament analític, 
obtcnint laJormllla dcsprés de di\-eJ'ses pagines de dlcllls i rcduccions complcxes. De fet. 
segons es desprcn dc l 'csbolTany prcl iminar i de les notes i apunts personal s de Gauss re­
co llits per Stackcl. la gestació dc les idees i resul lats que hem comentat i, en genera l, de 
tota l'obra, va segui r un camí invers al que la presentac ió final pot suggerir. 
En efccle , de les notes personals de Gauss es dedueix que la idea d' usar l'aplicac ió .; en 
l' estudi de super ficies i el concepte de curvatura associal es pOl si tuar entre els anys 1799 i 
18 J 3, perlode en el qual houria demostrat que la curvatura es producte de les curvatures 
max ima i mínima de les secc iol1s normals a la superficie, Segons aquesLS c1ocumenls, cap a 
I'any 1816, Gauss descobreix la im'ariáncia de la curvatura per isometries locals, En les 
sevcs notes de I'epoca es Il egeix 
Teoremi/ merm'ellós, Si /lila sl/peljic:ie c/II'l'ilíllia en la '11101 /lila figura está f ixada 
prell (ormes cl(ferents CI R' , clleshures 1úrea do! la .\/lpt!rfide de la im,,/ge esferica 
de la figura é.I' s¿l17pre la mateixa, per el rOTes It:'s pu,lsib/es formes , 
Guuss no dona va aleshores cap dcmoslració d' allucst reslIltal. Ln I'csbornmy de 182 5, va 
indIcar una dcmostració basada en l' excés angular l:1l triangles gcod0sics dibuixals sobre 
una supertkie, tema que farú objecle de la segana part de I ~~ Di.l'Iuisi/iol1cs ge/lerales, 
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És el 1825 'l uan Gaus$ dcscobreix la fOfma general de la/órlllu/a de Cm/ss i Jecidcix ba­
sar en aquesta fórmul a tot el dcsenvolupW11cnt de la teoria de supert'íc ies, cosa que com­
plelara amb les Disijlli.\ iliones gellem/es , 
El programa albi rat pe r Gauss rebril un impuls importantlssirn I'an) 1854 mi tjan¡;:ant la 
memoria Obe}' die H)'polhesen, ¡ve /che del" Geometrie ZlI Gr iilldl.! /iegen presentada per S, 
Riemann per obteni r I'habil itació CO Ill a pro[essor de Gbttrngen, Un Gauss cnve lli t, que 
mori ra I'an) seglient , va ser capa¡;: d'apreciar la irn portancia de l treball de Riemann, com 
ho mOSlra [' informe que, com a membr..: del tribunal que jutj ava Riemann, va escriure : 
Lo dissertació solme,w pe! Senyor RiemGl111 ofereix evidencies con vincenls de les 
compleles i p enCIl'anlS invesligacions de / 'aulo/' en aqllelles ports del lema fI 'acfa ­
des, de creaú I' itaf, d 'una mel1f \'eritablel/lellt matemáticu, i d 'II t1U gloriosa í ,ferli! 
originalitat, 
GEODESIQl ES 
La segona de les pat1s en que hem dividit les Disq llis iriones generales conté I'estud i de ks 
pmpietats basiqucs de les corbes geodesiques, definides com a corbes de longitud mínima 
entre dos punts de la supert1c ie . i )' cstudi de I'existencia de sistemes de coordenades locals 
«geodesicsl>, es ludi que culmina amb l' anali si de l' excés angular en triangles geodes ics, 
Gauss an unc ia I' objectiu dds seus propers artic les ja al linal del l3 , tot just csbossat el 
programa de Geometria Intrínseca que té en ment, dient 
Aban.\' de prosse~lI ir aq7lest eSl lldi [segmú el programa], hem d 'ill /roduir e/s princ i­
pis de lo leor ia de corhes de longirud míllimo sobre /ll1a SlIpel/icie dOllada 
Després d 'eslablir les equacions diferencials de les geodesiqucs, Gauss troba el resullal 
seglient. ja conegut d'Eu ler: ((lIl7a cm,bo r (po l'Clmetrir::odu per I 'are) és l/lIa geodesico de 
la s upeljicie S si. i l10més si. /0 scva acceleroció ;" és sempre ortogollal C/ lo superfície 
SI>, Aguest es, pero, un resul tat extrínsec. ja que l'acceleració fa referencia a la posició de 
la corba a l 'cspai R1 , més cnllá de la superfic ie S 
En l' article J 5. Gauss inicia I'estudi de sistemes de c00rdenades particu!::trs, L'article in­
cluu el resu ltat seglient : 
TEOREH t. Si en 11/1(/ SIIpe/:ficie cllrvílín ia tracelll des d '1111 pum j ix lino lf~fi/1iror de 
corbes de IOllgillld mínima, les /¡flies que IIneixin les se\'es extrf!mifars seran 1I0r­
1!1(r!s CI cadoscllf/a de les cO/'bes, 
Aquesl i d s resu ltats que segueixcn són els que com::sponen. en les presentacions moder­
nes, als reslI llals que es derivcn Je I' ap lical: ió exponencial (runa superficie (\egell la figll ­
11) 
ra 12 ) í dI!! lema dc Gauss , L'apl icació exponencia l pennet «adaptan) a un entorn les COO l' ­
denudes po lllrs de l plll tnngent a la superficie en un plmt, de manera que els «radis») siguin 
arcs gcodes ics, Aix f, el resultat anterior asscgura que les irnatges de les circumferencies 
del pla tangen t són cOl'bes orlogonals aJs radis geodes ies dibuixals a la superficie. 
En defin itiva, (Jauss c1emostra I'ex istencia de cartes locals «especia/ment adequades pI!/' o 
I 'esludi de la t"¡gol1olllelna de perits rriangles geod¿sics», Demostra que en uquestes car­
Ies se sa tisfan les igualtats 
E=L F=O, 1\ =- ~(JG) i I\da=-(JC )
'\lG , milih 
s 
Cer~~~ic I g~~ 
1-IGLRo\ 12. "piimeió ~xpoll.:ncial i coord~n,ldes polars 
Més encara, Gauss prova que la \'ariaci6 angular d'una corba ; respecte deis vectors lan­
gcnts a les corbes coordenndes t' = cnt , esta detemlinada per la forma diferencial 
Jf} =-(JGVII' . 
Uti liLZant aqucsts sistemes especials de coordenadcs. Gauss delllostra la fónnuln de l'excés 
de la suma deIs angles d'un triangle geodesic. cosa que el c1u a enunciar el (((eOrel/la. que 
Ú 110 t.! I1S '¿Cf/lÍl'ot¡UI1/11 , .1' 'ha de comptar cllIre e/s I/Iés e/e.rWl1fs de lo teoria de supeljJcies 
('/IITilillie,I')! .­
EYé'essus SlIl1Imae allgu/urufII triong l/Ii o lineis brel'issimis ill slIpefieie (.'/(/ ,\,a 
COllcm'O-COllcava jormali l/lira 18W \'el defecI1Is 8/(/III1/(/C (/I/gularlllll triulI-gu/i C/ 
lineis hre\'issil1lis in sl/peficie curvo COIICI'O-COI/\'exa /orll/mi a j8()~ IIICSl/roll/r per 
oreLlffl partis '\'lIpertlcies shoericn. clllae illt' Iriallgl//o per dirccriol1es l1or/JIolilll/l 
repondtJt, si super/Icles il1legru -20 gradihlls acc/u i -por(lf/lr, 
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Aquest I'esullat. i més exactnmcnl la fó rmula de I'cxcés. és el que a\'ui en dia coneixc rn 
com a teorema de Gnuss-Bol1net: 
Teorema de Gauss-Bonnet. Si t:, és un (petit) triangle gcodcsic sobre lIna superficie S de 
R' amb ::mgles a. /3, / , aleshores 
lKda =(a + /3+ /)-ff , 
Gauss dcdueix filci lment el teoremCl elegantíssim per a un tri anglc geodesic inelos en un 
sistema de coordenadcs polars, en el qual se sati sfan les iguallals comentades anterior­
rnent. a pan ir del teorema fonamenta l del cillcul integral. En e[ecle, previament prova que 
en aquests sistemes se satisfil (JG). (O.rp) = I ; ai xl, lIsan! les notacions de la figu ra 13, el 
resul tat se segueix de les igualtats següents: 
J. Kcla = - L'r" \ Fa)" (r.r¡; ¡dI' drp 
= - r ( rc ),( Plrp),rp) - (JGl , (O,r¡;) )dtp 
= a - r (JG),(P(qJ),r¡;)dtp 
+ {dO=a+r-(ff - ¡J), 
A més, Gauss assenyala que . per un procés tlc triangulació de la superficie. del resultal 
anter ior se'n deriva I'excés angular per a po lígons geotlesics d'n costats , Aixf, en 
l' Abslraclllegirn 
En general. i 'excés sobre (11 - 2)ff deis angles el 'UI1 pof~,<on el 'n costms, si aqlles ls 
só" corbes de IOllgit/ld mínima, sera igual a fa CIlfTafl/l'G íntegra del po/ígon. 
El teurema elegantíssim permet recuperar la primera demostrac ió, més gcometrica, del 
theore/1lC/ egreg i/lm segons les ind icacions de Gnuss en l' esborrany de les Disquisi/iones 
generales de 1825, Aquesta demos trac ió és, a grans trels, la scgüent: si f :S -) S' es una 
isornetri a local, f conse!"va les longituds de les corbes i, per tan t, apl ica geodes iques de S 
en geodesiq ues de S' , Per la rnaleixa raó, f conserva angles entre corbes i art es de petites 
fi gures di bu ixades sobre S. Aixi , si ..'!. es un tri ongle al voltant d 'un pun t p de S, d'angles 
a , p, r. i tJ.' = ,((D.) es la se va imatge a S' , amb cls cOI'responents angles a', 11', ;' , es té 
area(t:,)=arca(\ '), i a=a', ¡, = /J', 1= 1' 
Ara, el ,¡'eorema egregiufII resu lta di ree tamcn t de la fórmula de J' excés 
_ , K(..'!.) , a+p+ l -ff , u' ,-{J'+ y'- J7 " 
A(p)=llm-.--=hm , = hm, , = ]<..Ipl , 
}~ I' area(D.) ' - p 3rea(~) \ ' /' area(ü I ' 
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I- IGLKA 13 , Trrangk gt'od&sic , 
Lógicamcnt aquest raonamem comporta I'estab limenl previ de la fómlll la de I' excés, 
Aquesta fórmul a era ampliament coneguda pels geómetres de I'epoca per a superfic ies 
desen\'olupables i per a I' CS[l'l'<l i, segons eonsta en les seves notes persona ls, era coneguda 
de Gauss per a la geometri a hiperból ica des del 179-1, En l'csbolTan) de 1825 Gauss es­
bossa una pl"Ova del resultat general, pero la demoslració que presenta no ¡'acaba de con­
vencer ja que comenta que ((oC¡Lle~/a P"OI'U lIe(.·e.l'~ila l/na explicac:iú, U/gIlIlS l'Oll\'is en lu 
.Ieva(ormo )" Aquestn podria ser la ruó que mai publiq ués aquest argumenl. 
El teorema e/egantíssim suposa que sobre una supt:rfíc ie de curvatura constanl K> O 1, 
suma de Is angles d'un tri angle és superior a 7' , men tre que si K < O, aleshores é::, menor 
que ff , 
-------~ 
a b:/ p-----------_ 
K == -1 , o:+JJ+,<1i' K == 1, a:+JJ+,>1i' 
rlGURA 14, r::xccs-defcclt: de 1[\ suma deis anglc~ u 'un Irial1¡,'lc, 
ItI 
Ls temptador pensar que Gallss Vd conneclar el teorema cl.:~anríssilll amb l' estudi de les 
geometries no euclidianes. Hem de tenir pn.:scnt, pero, que 110 disposava d"tma superfic ie 
de cur\'atura negativa conSlan l, cosa que resulta natural. a posteriori, pel teorema de Hil­
hert segOl1S el quaJ no es pOI sll bll1ergir mctricamelll una superfic ie completa de cw-valUra 
negativa constant a I' esp:li ordinari R1 . 
El teor ema eleJ'{Clntíssim va ser gencral ilzal per O, Bonllet per a triangJcs no necessária­
ment geodesics I'any 18-18, D' altra banda, per un procés de triungulaci ó i compensació de 
les sumes d·ang les. se segueix el següent resultat global: 
Teorema de Gauss-Bonne t. Sigui S l/na slIperficie orientable i compacto de RJ . de gen"­
re g, A leshores, 
.r Kda == 2IT ' (2 - 2g) =2ir7.(5,l , 
En aquest enunciat, 7.(S) = 2 - 2g és la caracteristica d'Euler de la superficie: si emajo­
Icm S amb triangles dibuixats en la se\'a superficie, 7.(S) és el resultat de complar ade­
Cl lladament el nombre de vcrtexs, arestes i cares de la tri angulació : 
X(5) =#- verleXS - Farestes + #triangles, 
La caracteristi ca 1.'(51 és un invariant topologic de S, amb la Clll al cosa la curvatura rotal 
de 5 no nomes es un inva riant per isometries locals, com ha\ ia clemostrat Gauss, sinó que 
es també un invariant topol ogic, 
Aq uest resultat re laciona la geometría dc la superfic ie S, la seva cun aLUra, i la tOpologia 
de S. la seva característica, Així . per exemple, a la \ ista de l teorema de class ífi cac ió el e les 
superficies compactes (que no eS lava a I' abast de Ga1l5s . ja que es proval'ía mes tard) si S 
es una superlicic orienlablc i compacta amb curvatura pos itiva en t O[5 els punts, 5 és ho­
meomort'a :luna esfera, ja que aquesta es l' ún ica superficie compacta amb 7.(5) > (). 
Des de la se va ara rició, el teorema de Gallss-Bonnet ha conegll t un dcscl1\'olupament es­
pectacular, i segueix essent un teorema centra l en la relac ió entre la geometria j la topolo­
gia de les \'ari etats, La gencralització de S,S , Chern per a va rietats n-d imensionals I' any 
1944 \'a su posar, a més, un nou i profund impuls a la Geometria Diferencial Intrínseca , 
Des d'aleshores, aquest conceptc: s'aplica no només a l" esllIdi del quc succeeix dilltre de la 
\ arietat, sinó també al s fj brats que se I i associen de fo rma natural (fib rats tangenls, formes 
dit'erencials, , .. ) o a les aplicacions eI ' aqucsta varietat en d'a ltres, En certa manera, :lqllests 
fi brats sorge ixen com a suosti lll ts el e l' espai ambient, ara inex islent ( R-en el cas de les 
sllpcrtici es estudiades per Gauss) , 
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A I'L1CACIONS 
Els daners nou articles de lec; Disqtlisiliones gel1t!rales úSlan dedicats a la comparac lo 
d 'angJcs i arees de lri ongles geod0s ics dibuixats sobre Wla superfic ie i els corresponcnts 
triangles (rec til inis) plans nmb costats u ' igual longi lud , 
L'estud i es in fin itesima l i requere ix reali tznr els dlculs pcr aprox il11ac ió. desenvolupant en 
serie les quaIll itals que es volen calcular, Gauss demostra en aquest flunt la scva habí litat 
en I'estucl i i manipulació de Is desenvol upanlents en serie, 
rixem les notacions per descriure el resultar princi pal. Sigui \ un trianglc geodesic sobrc 
la superficie S, de \'crtexs A, B, e, angles a, {J.; i costats (oposats) a, b, e, Com que les 
geodesiques min irnitzen distancies, es le que a $ h+c í, per lant, espossiblc dibuixar Ull 
triangle rectilini en el pla amb costats de longituds (1, b, e , Sigui ~ aguesl triangle i 
ct'. 1)', ;/ els ang les con'Csponents (figura 15), Gauss descIlvolupa en scrie de potencies 
la di fe renc ia a - a' i despres de di"erses man ip ulac ions, resume ix els resultats oblinguts a 
l'artic le 28 en la lonna 
C 
c' 
b /~ \ 
I 
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aa 
L A-.( n* 
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c ~ e 
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r ll,l RA 15, Triangks ge lld.:sic i rcc til in i, 
Les /los/res /i5rmllh:s generuls, ncg/igiT/l termes de quu,.t ore/re, resultell f!x/rema­
damellf simples, ('OIll:rC/(¡lI1en( 
I 
eL =u· - 12 area(.c1)(2K{ iJ)+ K(Bl+ ,,(el) , 
fI =Ir - 12 1 area(~)( K(A) + 2K( 8) ~ K(C)). 
1 
:r = r' -area( '.1(1\.(.-1/+ f..' ( 8) +2/..:(C)) ,
' 12 " 
::'1 
i, 811alogamenL en I'anicle 29 compara les árees dds tri angles c. , ~ , oblen in t 
I'aprox imació 
:ir~a{~) '" area(L\' {h- I~O ( K(A)(s - h ~ ) +K(C){s -L'~))l(/=) -r K( B )(,\ -
negl igint LLn cop més els termes de qual1 ordre, i amb s =2«(/1+ h' + el l , 
De fet Gauss traba fi ns i tOI Lma express ió pels termes d'ordre 4, tot i que no es gairc ex­
pli ci ta i no la reproduírem aquí. En el cas de l' csfera de radi R , que és una superfi cie de 
curvatura constant K = R : , les fórlllul cs anteriors s'esc riuen 
a_a._arca(~)_1 /J=/J,_area(":')-..!.. . = .. _área(~) 1 
- 3 R~ , ::; R ~ ' I I ] R' . 
res ul tat que ja hav ia provat Legendrc I'any 1787. com assenyala el propi Gauss. 
Semblu e lar que Gauss efectua aquests calcul s amb les aplicac ions gcode5iques en ment. 
Si es pren una esfera com a model de la ten'a, la coneee ió dei s ang les quc cal efectuar en 
tri nngles geodesics és la calculada pel Legend rc i, per tanl. és la mateixa per a tots els 311 ­
gles, menlre que si es pren Llll es Cero ide com a model.. les fó rlllules de Gauss ind iquen que 
les correccions angulars a prop deIs pols són menors, ja que la cur\'a tura dísminucix qunn 
ens acostem als pols, Gallss conrrasta aquestes di ferene jes en el triangle mes gran que ha 
mesurat li ns aleshores, amb costats d'aproximadamelll 69. 85 i 107 qu ilomctt'es , En efeeré , 
al tillal de I' anicle 28 llegim 
A ix Í. e.g , en el més gran deis rriangles que Irelll mesur a! en els Jarren oI7)'s. 1.'011­
crerament el que es troba el1fre els J?IInts de Hohehagell. Brocken. Inselsberg. en el 
qlla! / 'excés de la sUlI1a deIs Clngles era 14.85JiS" , el cálcul va donarla r edllcció 
seglienf que hem d 'aplicar o/s (I ngles 
I [ohehagen - 4.95113~ 
Brocken - 4.95104" 
lnse lsberg - 4.9513 1" 
La correcció esfe rica de Legendre, que es la mateixa per a tots els v(!rte:-.:s, és de 4.95 11 6" , 
Gauss comenta aquesta di rerencia en una cali a a Olbcrs dc j' any 1827 en cl s tenm!s se­
güents 
Sens dll/¡re (/ la prciCficCl oixó Ll a di ferencia de correcciollsJ l/O és gen~ imporlwlI. ja 
que es l1t!gligihle pels Iriol1gles més RrCII1S que es poden mesurar (J la lerr(/; /l/a/grar 
oixo. la dignitar ele la eiél/e¡a requereix que enlel/f:uem c1aramenl la fwruro/esa 
d 'oqueslCl de.ligualrar. 
Diversos historiadors de les matema ti ques han interpretat els cá kub d'aquestes últimes 
seccions de les Disqlli.l'iriones gelJerales com el resu ltal d' un experiment imagina! per Ga­
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uss per comprovar la natura lesa eucl idiana de respai, Illcntre que d'n ltres consideren míti ­
ca aquesta intencional ilaL ja que Gauss no va fer maí cap mencjó en aCJucst sent il. L:l \.:011 ­
fusiA parteix, cn par"4 de les següenls paraules cXlretes dI:: l'obilllari de Gaw;~ rcali lzat pe! 
Sartorius 
¡el I!'ia l/g/e més gn.!/ I [ ... ] enl!'e Hoj¡ehagen, Brockel1. Inselsherg, ni é.lser mesurc1r 
per aquest inSIl1Imelll, [I' heliotropil, deforma (unl acurado que la sUlI/a deIs G/ng/es 
dVereix de dos Clng!es rectes lIomés per oproximadamel/( dues deciml!s de segon, 
complctades més endavanl amb una menció explíc ita a la geomelria euclidiana 
lGauss1renia lo cOl1vicció que aquesra proposicio, [1 'axioma de les paral' leles J, /lO 
es podia p rovar encara que era conegul per /'expe,.¡¡mc¡a - per exemple. deIs C/fI ­
gles de Hohehagen, Brocken. l nselsberg- que <::1'(1 aproxilJladamenr .;orrec(e. 
1:.15 contraris a I'experi lllent de Gauss argumenten que Sartorius, que era geoleg. no cone i­
xia prOl! acuradament el tre ball matemat ic de Gauss, í que aquestl':s deduccions retlecte i­
xen la confusió amb la qual va in tentar resumir algunes de les fit es cientifiques del seu 
amic , Sigui com sigui , sembla ciar, pero, que les mesures fe les per Gauss confim1aw n, 
incidentalmcn t, el caracter eucI idiá de l' cspai fi ns a ll i.t on permelicn arribar les tecniques 
del mome nt. 
C O"iSIDF.R\ CIO;-"S FI'\ALS 
Disqu.isiciones genel'llles circu supe/ji'cies Cllrvas representa la culmi nae ió de més de Cj uin­
le anys de treball sobre la geometria de tes supertlcies. Com ja hem comentat. la presenta­
ció no scgueix el dcsenvolupament temporal de les idees i resultats de Gauss, sinó que ba­
sa el seu contingut en la darrera de les seves troballes. la formu la de Ga l/SS , que se s itua 
aixi al centre de tota la teoria. 
Gauss no pub lica les Disquisiriones genemles tí ns que ha ob tingul una pr~sentac i ó que 
considera ópti ma, cosa que eomparteixen els seus altres escrits. De fe t, va publicar rc1o. ti­
\lament pocs treball s en comparació als desc0brimcnts que va realitzar a causa. en gran 
part, al tet que nJ seu geni creador unia un profulld sentil eritil.:, per la qua l COSé! només pu­
bl icaria les inves tigacion s que haguessin alTibat al més alr grali de perfccció. En dj \crses 
canes dirig ides als scus col laboradors, la majori a de les quals daten de 1'I![1oca en que es­
tava lreballant en les Disquisiriones generales , Gauss expli ca la seva posieio al respecte. 
Ai:-.:í, en una carta al seu amic Olbe!'s. escrita el 18::! 5, expressa la nccessi tm de presentar 
eb reSll I tats en una lorma d,:.-linit j\'a : 
TOl i que I 'mpeClc! I//atemáric dI/l/a il1l't!stigadó és IIOrll/u!mel7i el mJs inreressan! 
per a mi. /10 pI/e llegar d'ullra hWlda ljue f71!1' e,~llII' salis/er d 'lIIU1 inl'esrigacl() de 
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lIarga dl/rae/" cum alll/eSTa, he de l'elll'efillClll7lent I 'emergimc:ia d'/{//(/ emilaf mero­
vel/(Jl(/lIIen / orgol/ir::adll , despm\'e¡({CI d 'uparelll,:a de cle.l'ordre. 
A aquests cOlllcnlaris afegirem el següent extracte d'un a carta a Schumacher, 
Les mel'es il1\'esrigaciol1s em resulten extl'emadamell/ cos/oses pel desig. que st!/IIpn:, 
he til1RlIf, de donar-les 1/11 rol grou de pe/Ieeeiá, «lit nihil omplills desiderari P0,l ­
sil !! . [que res rnés comprcnsiu fos desitjable.] 
Aquests posicionaments van ser mal inlcrprctats per alguns de is seus col 'legues, per als 
quals Gauss dedieava UIl temps excess iu a donar fo rma a les seves im estigacions en de­
triment de l seu procés creatiu més genuí, En paraules de Schumacher, 
«cada am' dI! la vostra vida augll/en/a el nombre d 'idees 110més inreI-ligibles pe/' a vos, Es 
perc/¡ '(¡ lo! aixo'l)) El mes de gener de 1827 escriu una carta a Schumacher en la qua !. refe­
rint-se al seu treba ll sobre les DisQllisiti{JIIes generales , comenta 
Hi trobo molles dificultats, pero la que podem onomenar propiamen/ fonna no és la 
que produeix U/1 reta!'d cO/1siderable (s i exceptllellI la injlexibi/itat del !fatí) , és més 
{JI 'ia! la concalenadó coherenl de ,,('ritats, ¡aquesta feina 110 és satisfactoria /ins 
que el leeto/' 110 I'('eOl1eix el /lar:; esf()}'(; emprat en la seva execLlció Per tant, no pI/e 
negar que 110 lil1c lino idea clara de COIn puc realitz{,/r un treba/l t/'aquest ('ah'e de 
manera (/¡/eren! (/ (.' 0111 eSlie aCOSIIllIJaI , sense, COIl1 .la he e.\pressat allfC'!'iormenl, 
subministror un ed[fici en Iloc deis blocs COl1s//'uctius, [... ] Per tan/, en 1" mesura 
que la disCl(Ss ió és re!(// i!'C/ a qiiestions impo/'Ianrs, coses essenciall1lelll compfeti?.I' o 
res de /'es, 
Anys més t:1rd, en una altra carta a Schumacher datada el 1850. Gauss torna a r\!nexionar 
sobrc la importancia de la tonTl a que cal clonar a les seves investigacions i la imerpretac ió 
equivocada que se n' ha fet, 
:.I'ras compll!lwnent equi1'fJCClf si c/'eus Cj lll! pe!' aixo em refereixo zinicam('nt {,/ lo 
darl'era !'eI'isió del /lengualf!e i de I 'elegancia de fa presentacio. Aquesls aspectes 
costen compara fi volllel1f nOll1és IIIlu /i'acció puc important del Temps: el que l 'ull di,. 
és cumpletesa interior. Punts (JlIe m 'hall costal ony,\' d'esforr;os es{ol7 en els melis 
textos i per la seva curta ¡ (,ol1centmda [lresel1tació, I/ingzí no s 'adona de la d~ficlll­
ral (J ue s 'ha l/OglIf de sI/perc!! ', 
D'alLra banda, Gauss reconeix que aquesta exigencia de perfecc ió en la forma final de les 
SC\Cs il1VesligacioTls, comporta el ri sc que altres mJtematics arribin als mateixos rcs ultats i 
s'¡\\'anc in en la ~eva publi c<:l.ci ó, En aques! se l1 tiL Il egim en una ca11a a Eneke de 1832, 
Aquesta forlllo de treballar por tellir tUIIl (/ C(ll/seqllencw, tllgllnes ,'egodes, con 
111 'ha slIcceil sovint, q/le coses (Jlle he ('o/leglll de5 dI! fa Cl/l)'S hUIl t!SILlI cJesL'ohe/'IL.\· 1 
jmblicodes pel' altres: pu/ lel/ir COIII a {,(lIlseqiié/1áa ta/l/bé que alglllles COS!!S dc.\'(/­
paregllin {1mb mi, i sé que ,dgl/I/S deis lIIel/.~ lIlIIics el,\ agradaría qlle '/'eb(/lIt!s 
2-+ 
/l/en)':; wl/b aqllest e.\peril Pero oixó l/O sl/ccc.:irú mai, /1(J ¡J/lC trobo/' plu.!/' e/1 I'e.wl­
lals/i'ogl11ellwri.\·, i un 'I'eball en el 'lile //() hi 'robo plaer /11 'és 1//1 tlll'l/Ient. 
Bona part de l pensamcl1l resumi t en aquestes curtes s'expressa en l' epi tafi de la tomba de 
Ciauss 
PWICCI, sed //lO/lira , 
és a dir, «poc, pero madur» . Les Disquisilio/Jes generules cxcmp lifiquen perfeclament 
aqucsl lema, méntre que la decisi6 de no publ icar les seves reflexions al voltant de 
I'ax ioma de les paral 'leles seria una Illostra deis perills al 'l udits en la cana a Encke . 
Per acabar aquesta dissertació \ull referir-me :1 unes pamules de A . Einste in, de principis 
deis anys '50, sobre les Dilt¡uiJiliones gel/eraIs recoll ides per Dunnington , 
El lIIillor qlle ens ha /legal Causs va éss¡¿/, lI/1a [I/'Oducció excllls iva. SI/lO IUlgués 
crealla seva geometria de sl/pe/fleies, que 1'a servir (/ Riemalll/ com a base, és duh ­
fo,wme'nt concebible 'lile ,,1;...7Ú alu-e! 'hagl/(ds deseober!. Ao puc deixar de cOl1fessar 
que, en cata manero. es po, lrob"r 1111 pie/el' similar SI/minI-nos en les q1ieslio/7S de 
la geomelr¡a [1111'0. 
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Canno. 
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